Vyuziti nasobeni matic

V ¢lanku ,,0 nasobeni matic” byla zavedena spojovaci interpretace nasobeni matic. V tomto ¢lanku
popiSeme jedno jeji vyuZziti — zjiSténi tranzitivity binarni relace R definované v kone¢né mnoziné M
(v nasem pripadé v nepfilis pocetné mnoziné).

Bindrni relace R je tranzitivni v mnoZziné M pravé tehdy, kdyz pro kazdé tfi prvky x, y, z mnoziny M
plati: xRy A yRz = xRz .

Re$me nasledujici Ulohu: Bindrni relace R je dana uzlovym grafem (viz obrazek).

Obr. 1
Dokazte, Ze tato relace je v mnoziné M = {x;, x,, X3, X, } tranzitivni.

CtenaF by mohl formou cviéeni vyiesit Glohu pomoci stromu logickych moznosti. Pokusme se viak
vyresit Ulohu pocetné.
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Relaci R pfifadime Etvercovou matici A = (a;;);=1"", (pocet fadka, resp. sloupch matice A se fidi
poctem prvk( mnoziny M) takto: Plati-li x;Rx; (jinak feCeno — existuje-li hrana x,x; v pfisluSném
uzlovém grafu), pak polozime a;; = 1. Neplati-li x;Rx;, (neboli — takova hrana x,x;, neexistuje), pak
polozime a;;, = 0.

Ctvercovou matici A, kterou ziskdme, nazyvame incidenéni matice relace R.

Inciden¢ni matice relace R z nasi ulohy je tedy
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Abychom se mohli v dalSim textu o uvaZované situaci lépe vyjadfit, zavedme jesté jeden snadno
srozumitelny pojem. Jestlize je dan uzlovy graf binarni relace R, miZeme vytvaret konecné
posloupnosti uzld a hran, v nichZ je kazdd hrana zapsana vidy bezprostfedné za uzlem, z néhoz
vychazi, a bezprostfedné pred uzlem, do néhoz vchazi.

Napft. podle vySe uvedeného obrdzku 1:
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Takové posloupnosti nazyvdme orientovand spojeni. Pocet hran v orientovaném spojeni nazveme
délkou orientovaného spojeni. (Délka orientovanych spojeni oznacenych (1), (2), (3) je tedy
postupné 2, 1, 3).

Prvky matice A mGZeme nyni chapat jako pocty orientovanych spojeni délky 1 mezi pfislusnymi
dvéma uzly grafu relace R

Vypocteme dale matici C = A.A:
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Obr. 2

Rozvazi-li si nyni ¢tenar dobre princip spojovaci interpretace pfi ndsobeni matic a vezme-li v ivahu
pojem orientovaného spojeni, resp. délka orientovaného spojeni, mlze prvky matice C chapat jako
pocty orientovanych spojeni délky 2 mezi ptislusSnymi uzly grafu relace R.

Napf.: c;4 = 4; vypiSeme Ctyfi orientovana spojeni délky 2 mezi uzly xq,x4. (Ve vySe uvedeném
obrazku 2 jsou tato spojeni vyznacena silnéji.)
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Zjisténi orientovanych spojeni pro dalsi prvky matice C je snadné, prenechdavame je Ctenafi jako
cviceni.

V puvodni uloze jsme si vSak vytkli jiny cil nez zkoumat orientovana spojeni. Pfesto nam vsak tento
pohled na orientovana spojeni dobfe poslouZi. Pro pocetni zjisténi tranzitivity relace je dulezitd
existence orientovanych spojeni délky 2; pocet spojeni pro toto zkoumani podstatny neni.

Je-li prvek c;; matice C nenulovy, pak existuje vuzlovém grafu relace R orientované spojeni
délky 2 mezi uzly x; , x; (neboli existuje uzel x,, tak, Ze x;Rx, a zarovefi x; Rx;). Aby nyni relace R



byla tranzitivni, musi byt ,stejnolehly” prvek a;; matice A roven 1 (neboli musi platit x;Rx;).
Prozkoumame-li vtomto smyslu vSechny prvky matic C a A, zjistime, Ze relace R dand uzlovym grafem
(Obr. 1) je vmnoziné M = {x1, x5, x3, x4} tranzitivni.

Zformulujme zavérem podstatu reSeni naseho problému:

Necht R je bindrni relace definovand v koneéné mnoziné M = {x4, -+, x,,}. Inciden¢ni matici relace R

i=1,..n

, . .. i=1,..,
=1 » déle oznatme matici C= (c;) |y, =A-A.

oznatme A = (a;;) i=1n
JestliZze pro libovolné indexy i, j plati ¢;; # 0 = a;; = 1, pak bindrni relace R je v mnoZiné M

tranzitivni.

Tato metoda zjisténi tranzitivity relace je vhodna zejména k diikaz(lim, Ze binarni relace R je relaci
usporadani kone¢né mnoziny. (Tranzitivita v téchto pripadech hraje dulezitou roli.)






